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SUMARIO

Na primeira parte do trabalho serao apresentadas disposigoes planares compactas para
diversos tipos de estruturas de arvore, como arvores binarias com ligacoes especiais
("threaded trees") e arvores binarias com ligagOes horizontais ("x-trees"). Na segunda
parte serao mostrados resultados de particionamento de arvores que tem aplicacdo na
implementacao de sistemas sistolicos em forma de arvore binaria ou arvore com ligacoes
especiais, que nao cabem em uma Unica pastilha. Um método sera proposto para dispor as
pastilhas componentes de maneira eficiente numa placa de circuito impresso.

ABSTRACT

In the first part of this paper we present compact planar layouts for various kinds of
tree structures, such as the threaded trees and the x-trees with brother links. In the
second part, we show tree partitioning results with application in the implementation
of systolic systems with the structure of binary trees or binary threaded trees, that
do not fit into one single chip. It will be shown how the component chips can be 1laid
out efficiently on PC boards.
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1. INTRODUGHO 17

Sistemas sistolicos de alto desempenho, baseados em estruturas hexagonais de elementos
de processamento, foram propostos por Kung e Leiserson [5] para computagoes matriciais.
Outras estruturas, como a lista linear, matriz ortogonal e arvore binaria, tem sido
usadas para diversos outros problemas. A simplicidade e regularidade das interconexoes
dessas estruturas sao propriedades desejaveis para implementacao em VLSI [3]. Elas
garantem a comunicagao local entre elementos vizinhos e uma disposicao geralmente com-
pacta na pastilha. Alem disso, tais estruturas sao modulares, no sentido de permitir
a extensao do tamanho da estrutura pela simples duplicacao de estruturas menores.

Este trabalho & organizado em duas partes. Na primeira parte, constituida pelas sec¢des
2 e 3, serao propostas disposicOes compactas planares de diversos tipos de arvore. Nes
sas disposigoes, procura-se minimizar a area ocupada e o comprimento das linhas de in-
terconexao entre os elementos ou nos da arvore. Uma aplicacao desses resultados e na
implementagao em pastilha de um sistema sistolico em forna de um dos tipos de arvores
apresentados. Os tipos de arvores a serem considerados incluem, alem da arvore binaria,
a arvore binaria com folhas ou nos terminais ligados, a estrutura hibrida de arvore e
lista linear, a arvore com 1ligacOes especiais ou "threads", a x-arvore ou arvore  com
1igagOes horizontais e a arvore com ligacOes especiais multiplas.

Na segunda parte, secao 4, serao apresentados esquemas de particionamento da arvore
binaria e arvore binaria com ligagbes especiais em regiGes contendo subarvores e a sub
sequente interligacao dessas regioes componentes no plano. Uma aplicagao desses resul-
tados @ na implementagdo de um sistema sistolico constituido de uma grande arvore bina
ria, com ou sem ligagGes especiais, que nao cabe numa Unica pastilha. 0 particionamen-
to em regiodes corresponde a subdivisao do sistema sistolico em pastilhas componentes,
que serao dispostas de forma compacta em placas de circuito impresso.

2. ESTRUTURAS DE ARVORES CONSIDERADAS
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Figura 1 Figura 2

Nesta secdo, vamos apresentar os diversos tipos de arvores consideradas. A estrutura
da arvore binaria da Figura 1 tem sido proposta em varios trabalhos, entre outros, por
Bentley e Kung [1], Browning [2] e Song [12]. A Figura 2 mostra uma arvore binaria com
folhas ou nos terminais ligados. Essa estrutura foi proposta por Leiserson [6] e
Mago [8].
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Figura 3 Figura 4

A estrutura hibrida, da Figura 3, € a combinacao de uma arvore binaria e uma lista 1i-
near, com as ligagoes verticais ligando seus nos. Se denominarmos de n um no da arvo-
re binaria e n' a sua projecao vertical na lTista linear, entao um percurso em "in-
order" (Knuth [4]) dos nos n da arvore binaria correspondera a um percurso dos nos da
lista linear da esquerda para a direita. A arvore binaria com ligagoes especiais (ou
"threads"), mostrada na Figura 4, foi usada por Rosenberg, Wood e Galil [10], que de-
ram o nome de "dree". A estrutura hibrida foi proposta por Song ([13].
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Figura 5 Figura 6

A arvore binaria com ligagoes horizontais, mostrada na Figura 5, tambem e conhecida pe-
1o nome de x-arvore, conforme o trabalho de Sequin, Despain e Patterson [11]. As liga-
coes horizontais conectam os nos irmaos e primos de um mesmo nivel. Finalmente, na Fi-
gura 6, & mostrada uma arvore binaria com TigagGes especiais multiplas.

3. DISPOSICOES COMPACTAS PLANARES

As disposicoes das Figuras 1 a 6 nao sdo adequadas para implementacao em pastilhas. Sen
do n o numero de nds terminais ou folhas da arvore, a area ocupada naquelas disposicoes
€ proporcional a n log n (logaritmo na base 2). A pastilha teria um formato de um re-
tangulo demasiadamente alongado, com um lado proporcional a n e o outro lado proporcio-
nal a log n.
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Uma disposicao eficiente para a arvore binaria da Figura 1 e proposta por Mead e Rem
[9]. A chamada disposicao-H, mostrada na Figura 7, requer uma area proporcional ao nu-
mero de nos da arvore. Mostraremos agora como as arvores das Figuras 2 a 6 tambem po-
dem ser dispostas eficientemente, gozando dessa mesma propriedade.

Mostremos antes que as estruturas das Figuras 2 e 3 sao transformaveis a estrutura da
Figura 4, e que a estrutura da Figura 5 € transformavel a da Figura 6. Imaginemos que
as ligacoes horizontais das Figuras 2, 3 e 5 sejam "elasticas". Se as ligacoes verti-
cais da Figura 3 comecam a encolher de comprimento ateé atingirem o comprimento nulo,
a estrutura resultante sera identica a da Figura 4. Para a arvore da Figura 2, imagi-
nemos uma pressao aplicada de baixo para cima, elevando as ligacoes horizontais. Tere-
mos novamente a estrutura resultante identica a da Figura 4. Analogamente, a elevacao
das Tigacoes horizontais da estrutura da Figura 5 dara origem a estrutura da Figura 6.
Iremos portanto apresentar disposicoes planares apenas para a arvore binaria com liga-
coes especiais (Figura 4) e a arvore binaria com ligacoes especiais multiplas (Figura
6), ja que as demais sao equivalentes a elas.

A arvore binaria com ligacoes especiais da Figura 4 pode ser disposta, como mostra a
Figura 8, por um metodo recursivo. Nesse metodo, & aplicada uma operacao de rotagac a
partes selecionadas em torno de um eixo apropriado, de tal maneira que as ligacoes es-
peciais, ou "threads", tem comprimento constante. Tal nao se verifica na Figura 4, on-
de as ligacoes especiais se tornam mais compridas a medida que elas se aproximam do
centro.
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Figura 8

Seja k uma potencia de 2, denotando o numero de nos terminais de uma arvore binaria com
ligagoes especiais. A Figura 8 (a) mostra o caso de k=4. As linhas grossas representam
as ligacoes especiais e os circulos pequenos denotam os dois nos terminais extremos,
que nao possuem ligacoes especiais. A Figura 8 (b), para k=8, & obtida combinando-se
(a) com a sua imagem especular em relacao a um eixo horizontal, e adicionando-se duas
ligagoes especiais a mais. De maneira analoga, a Figura 8 (c), para k=16, € obtida com
binando-se (b) com a sua imagem especular em relagao a um eixo vertical, e adicionando
se duas ligagoes especiais.

Para conseguirmos a disposicao para k=32, primeiro obtemos (d) a partir de (c), apli-
cando-se uma rotacao de parte de (c) ao longo do eixo x-x', a fim de trazer os nos ter
minais extremos (pequenos circulos) para perto da perfferia. A Figura 8 (e), para k=32,
€ entdo obtida combinando-se (d) com a sua imagem especular em relacao a um eixo hori-
zontal e adicionando-se mais duas ligagoes especiais. Para k=64, primeiro obtemos (f)
de (e) pela rotacao de parte de (e) ao Tongo do eixo x-x' e depois gerar (g). Assim,
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a disposicao que resulta tem a propriedade, por construcao, de que todas as ligagoes
especiais tem comprimento constante, ligando nos proximos.

k=16

=
[
®

k=4

g

(a) (b) (© (d)

x /8

X
X k;§;7§§§;>
. I
C) ® ©)

Figura 9

Para obtermos uma disposicdo compacta para a estrutura de arvore binaria com multiplas
ligacoes especiais, da Figura 6, basta observar que cada arvore parcial desta estrutu-
ra, constituida pelos nos desde a rajz atée os nos de algum nivel, contem a arvore com
1igagoes especiais, do tipo da Figura 4, que ja sabemos como dispor. Aplicando assim

o mesmo metodo, teremos a disposicao da Figura 9.
4. PARTICIONAMENTO DE ARVORES

Consideremos uma estrutura de arvore binaria grande, que nao cabe numa Unica pastilha.
Queremos particiona-la em regioes ou pastilhas componentes. As propriedades desejaveis
num esquema de particionamento de uma estrutura em pastilhas componentes sao:
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1. Usa poucos tipos diferentes de pastilhas componentes.

2. Usa a area de cada pastilha componente de maneira efetiva (sem desperdi-
cio).

3. Permite uma disposicao compacta das pastilhas componentes, que serao mon-
tadas em placas de circuito impresso .

4. Usa Tinhas curtas para interligar pastilhas componentes.
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Figura 10

Na Figura 10, cada ~uadrado representa uma pastilha contendo uma subarvore binaria (re
presentada por um t:. <ulo dentro da pastilha). Chamemos tais pastilhas de pastilhas
terminais. Para uma arvore binaria de k pastilhas terminais, temos exatamente k-1 nos
internos da arvore binaria que ainda precisam ser alocados em pastilhas. Para acomodar
tais nos internos, vamos fazer com que cada pastilha terminal, com excecao da pastilha
mais a direita, receba mais um no, que € o seu sucessor em "in-order", indicado pela
linha tracejada da Figura 10. Temos assim a Figura 171.

Figura 11
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Figura 12

Na Figura 11, conseguimos dispor a arvore binaria original em pas tilhas componentes, to
das de um mesmo tipo. Cada pastilha componente tem sua area usada de maneira efetiva.
Como as pastilhas componentes estao dispostas em forma de um tipo particular de arvore
binaria com ligacoes especiais (uma so ligacao especial ao inves de duas), podemos

usar o resultado da secao 3 para produzir a disposicao final da Figura 12.

Figura 13
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A Figura 13 mostra uma arvore binaria com ligagoes especiais. Novamente, vamos supor
que ela deva ser decomposta em pastilhas componentes. Cada quadrado da Figura 13 re-
presenta uma pastilha componente, contendo uma subarvore denotada pelo triangulo.
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Figura 14
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Figura 15



25

Como antes, fazemos com que cada pastilha terminal receba mais um no interno, resultan
do assim na Figura 14. A disposicao das pastilhas componentes e exatamente a de  uma
arvore binaria com ligacoes especiais, onde os nos sao as pastilhas. Podemos entao
apresentar a disposicao final da Figura 15, usando novamente resultado da segao 3.

5. CONCLUSOES

Mostramos na primeira parte deste trabalho que a disposicao-H pode ser estendida a

diversos outros tipos de estruturas de arvore, onde ha 1ligagoes especiais, ou liga-

coes horizontais entre nos irmaos e primos. Sendo todas arvores binarias, a ideia de

tentar essa extensao nao € extraordinaria. A importancia do trabalho reside princi-
palmente em mostrar que as ligagoes adicionais podem ser acomodadas dentro da dispo-
sicao-H de uma forma sistematica e eficiente.

Quanto a segunda parte, a ideia de incorporar um no interno da arvore binaria em cada
pastilha terminal € devida a Leiserson [7]. 0 metodo proposto aqui difere do dele na
escolha do no a ser combinado, alem da utilizacao da operacao de rotacao para conse-
guir a propriedade desejavel de comprimento constante nas ligacoes especiais. No que
se refere ao comprimento total das Tinhas de interconexao entre pastilhas componentes,
o metodo aqui proposto usa essencialmente um quarto do comprimento no metodo  de
Leiserson. Alem disso, o metodo proposto € mais geral no sentido de poder estender-se
a outros tipos de arvores, como a arvore binaria com ligacoes especiais.
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